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摘 要： 建立了含无损传输线的约瑟夫森结电磁系统左端点处电压正向行波分量的一维 Ｐｏｉｎｃａｒé映射模型，运
用非线性动力学理论分析了映射定点的稳定性．通过数值计算得到了映射随电压反射系数变化的分岔图，详细分析了
系统随参数变化的动态演化过程．结果表明在一定参数条件下，该电磁系统中存在着分岔、混沌、周期吸引子共存、混
沌吸引子共存以及周期与混沌吸引子共存等复杂的非线性动力学行为．
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１ 引言

１９６２年，约瑟夫森（Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ）研究了两块超导体被
一层薄绝缘层分开的 ＳＩＳ结，从理论上预言：当绝缘层
的厚度仅为几个纳米时，会有库柏对隧穿绝缘层势垒形

成超导电流［１］．随后，Ａｎｄｅｒｓｏｎ和 Ｒｏｗｅｌｌ用实验证实了
该现象的存在［２］．对 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结及相关电路的研究有
着重要的理论和应用价值，因此引起了学者们的广泛关

注［３～８］，并且形成了一门科学分支———超导电子学．
Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结也是一种高度非线性器件，Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结相关
电路系统中的非线性动力学特性受到了学者们的关注，

并且他们对低维Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电路系统中的混沌动力学
行为的研究取得了很多有意义的成果［３～６］，其中所涉及

到的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结模型有电阻分路结（ＲＳＪ，Ｒｅｓｉｓｔｉｖｅｌｙ
ＳｈｕｎｔｅｄＪｕｎｃｔｉｏｎ）模型、电阻电容分路结模型和电阻电

容电感分路结模型．
然而，随着电路工作频率的提高，特别是 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ

结经常工作于微波辐照（可以等效成高频的电流偏置）

的环境中，电路中互连线的长度与传输电信号的波长相

比已不能忽略，这时就需要将互连线看作是具有分布参

数的传输结构处理，即将电路考虑成一个无穷维电磁系

统．目前，对含传输线无穷维电磁系统特别是对系统中
非线性现象的研究尚不多见，主要有以下几种：终端接

二极管的传输线系统［９］、时延蔡氏电路［１０］和时延范德

波尔电磁系统［１１］．本文针对一种含无损传输线的无穷
维Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁系统，经过严格地数学推导，得到了
电磁系统左端点处电压正向行波分量的 Ｐｏｉｎｃａｒé映射，
在此基础上详细分析了在不加直流偏置和加直流偏置

两种情况下，该无穷维电磁系统中存在的复杂动力学

行为．
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２ 含无损传输线约瑟夫森结电磁系统模型

对于超导微桥、超导点接触和小尺寸的隧道结，它

们的等效电容很小以致可以忽略不计，此时一个实际

的Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结可以等效为一个理想的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结和一
个电阻并联，这样的模型通常称为 ＲＳＪ模型［１０］，其等效
电路如图１（ａ）所示．

对于ＲＳＪ模型，Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电压与结电流的关系存
在解析解［１０］．设 ＩＣ为隧道结的临界电流，则当结电流

Ｉ≤ＩＣ时，Ｖ＝０；Ｉ＞ＩＣ时，Ｖ＝ＲＪＩＣ Ｉ／Ｉ( )Ｃ ２槡 －１；Ｉ

＜－ＩＣ时，Ｖ＝－ＲＪＩＣ Ｉ／Ｉ( )Ｃ ２槡 －１．作如下归一化处
理：Ｉ＝Ｉ／ＩＣ，Ｖ＝Ｖ／ＲＪＩＣ，则在 ＲＳＪ模型下，Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结
的伏安关系式如下：

Ｖ＝ｇ（Ｉ）＝
Ｉ２槡 －１， Ｉ＞１
０， －１≤Ｉ≤１

－ Ｉ２槡 －１， Ｉ
{

＜－１

（１）

由上式可知，Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结的伏安特性为一个分段非线性
函数，其伏安关系曲线如图１（ｂ）所示．

用一段无损均匀传输线将 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结与一个线性
电阻并联，得到含无损传输线的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结无穷维电
磁系统模型如图２所示．

Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结独特的非线性伏安特性使系统产生复
杂的动力学行为成为可能．特别是当线性电阻 Ｒ为负
电阻时，其放大作用结合 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结伏安曲线的弯折

作用，很可能会引起电磁系统中出现各种复杂的非线

性动力学现象．

３ 约瑟夫森结电磁系统的建模与分析

无损均匀传输线沿线电压、电流满足如下电报方

程［９］：

－ｖ（ｘ，ｔ）
ｘ

＝Ｌ０
ｉ（ｘ，ｔ）
ｔ

－ｉ（ｘ，ｔ）
ｘ

＝Ｃ０
ｖ（ｘ，ｔ）


{
ｔ

（２）

其中，Ｌ０、Ｃ０分别为传输线单位长度上的电感和电容，
且 ｔ≥０、０≤ｘ≤ｄ．根据行波理论，电报方程（２）的解为

ｖ（ｘ，ｔ）＝ｕ＋（ｔ－ｘ／ｃ）＋ｕ－（ｔ＋ｘ／ｃ） （３）

ｉ（ｘ，ｔ）＝１ＲＣ
［ｕ＋（ｔ－ｘ／ｃ）－ｕ－（ｔ＋ｘ／ｃ）］ （４）

其中 ｕ＋（ｔ－ｘ／ｃ）、ｕ－（ｔ＋ｘ／ｃ）分别表示 ｔ时刻 ｘ处电压

的正向行波分量和反向行波分量，ｃ＝１／ Ｌ０Ｃ槡 ０为传输线

中波的传播速度，ＲＣ＝ Ｌ０／Ｃ槡 ０为传输线的特性阻抗．
根据图２可知，电报方程（２）满足如下边界条件

ｖ（ｘ＝０，ｔ）＝－Ｒｉ（ｘ＝０，ｔ） （５）
ｖ（ｘ＝ｄ，ｔ）＝ｇ（ｉ（ｘ＝ｄ，ｔ）） （６）

其中 ｇ（·）函数的表达式如（１）式所示．令 Ｔ＝２ｄ／ｃ
为传输线上波的传播周期，同时作变量代换：ｔ→ｔ＋ｄ／
ｃ．然后联立（３）、（４）、（５）和式（６），经过推导，可得含无
损传输线Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁系统左端点处（ｘ＝０）电压正
向行波分量 ｕ＋（ｔ）满足如下延时方程

ｕ＋（ｔ）＝ｆ（ｕ＋（ｔ－Ｔ））

＝

λ·
－（Ｒ２Ｃ＋１）ｕ＋（ｔ－Ｔ）－Ｉｓ＋ＲＣ （２ｕ＋（ｔ－Ｔ）＋Ｉｓ）２＋（１－Ｒ２Ｃ槡 ）

Ｒ２Ｃ－１
， ｕ＋（ｔ－Ｔ）＞

ＲＣ－Ｉｓ
２

－λｕ＋（ｔ－Ｔ），
－ＲＣ－Ｉｓ
２ ≤ｕ＋（ｔ－Ｔ）≤

ＲＣ－Ｉｓ
２

λ·
－（Ｒ２Ｃ＋１）ｕ＋（ｔ－Ｔ）－Ｉｓ－ＲＣ （２ｕ＋（ｔ－Ｔ）＋Ｉｓ）２＋（１－Ｒ２Ｃ槡 ）

Ｒ２Ｃ－１
， ｕ＋（ｔ－Ｔ）＜

－ＲＣ－Ｉｓ















２
（７）

其中λ＝
ｕ＋（ｔ）
ｕ－（ｔ）

＝
Ｒ－ＲＣ
Ｒ＋ＲＣ

为左端点处电压的反射系数．

映射关系 ｆ（·）是一个分段非线性函数，这源于 Ｊｏｓｅｐｈ
ｓｏｎ结的分段非线性伏安关系．从式（７）可以看出，只要

已知传输线左端点 ｕ＋（ｔ）在一个周期内的初值，就可
以求出 ｕ＋（ｔ）在任意 ｔ≥０时刻的值．

为了方便分析传输线沿线电压的动力学行为，基

于延时方程式（７），取离散时间间隔为传播周期 Ｔ，令

２ 电 子 学 报 ２０１０年



ｕ＋ｎ＋１＝ｕ＋（ｔ），ｕ＋ｎ＝ｕ＋（ｔ－Ｔ），可进一步得到左端点
处电压正向行波分量 ｕ＋（ｔ）的Ｐｏｉｎｃａｒé映射为

ｕ＋ｎ＋１＝ｆ（ｕ＋ｎ） （８）
其映射关系与式（７）在形式上相同．

４ 偏置为零时系统的混沌动力学行为分析

４１ 定点及其稳定性

左端点处电压正向行波分量 ｕ＋（ｔ）的一维Ｐｏｉｎｃａｒé
映射关系曲线如图３所示．从图中可以看出，映射关系
曲线具有奇对称性，这也是由 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结的伏安特性
是奇函数所决定的．

通过式（８）并结合图３，可以求得 Ｐｏｉｎｃａｒé映射的定
点为：当λ＞－１时，仅有一个定点 ｕ＋ｆ＝０；当λ＝－１
时，区间［－ＲＣ／２，ＲＣ／２］中的点均为定点；当λ＜－１
时，映射有三个定点，即 ｕ＋ｆ１ ＝０，ｕ＋ｆ２ ＝ －ｕ＋ｆ３ ＝

－λＲＣ
（λ－１）２－Ｒ２Ｃ（λ＋１）槡 ２

．为分析定点的稳定性，首先计

算 ｆ′（ｕ＋ｎ）＝
ｄｕ＋ｎ＋１
ｄｕ＋ｎ

，由式（７）、（８）得

ｆ′（ｕ＋ｎ）＝

λ
Ｒ２Ｃ－１

［－Ｒ２Ｃ－１＋
２ＲＣ（２ｕ＋ｎ＋Ｉｓ）

（２ｕ＋ｎ＋Ｉｓ）２＋（１－Ｒ２Ｃ槡 ）
］，

ｕ＋ｎ＞
ＲＣ－Ｉｓ
２

－λ， －
ＲＣ－Ｉｓ
２ ≤ｕ＋ｎ≤

ＲＣ－Ｉｓ
２

λ
Ｒ２Ｃ－１

［－Ｒ２Ｃ－１－
２ＲＣ（２ｕ＋ｎ＋Ｉｓ）

（２ｕ＋ｎ＋Ｉｓ）２＋（１－Ｒ２Ｃ槡 ）
］，

ｕ＋ｎ＜－
ＲＣ－Ｉｓ



















２
（９）

一维离散映射定点稳定性的判定条件为：

ｆ′（ｕ＋ｎ） ＜１．利用该判据可计算得到左端点处电压正
向行波分量 ｕ＋（ｔ）的一维 Ｐｏｉｎｃａｒé映射定点的稳定情
况如下：

（１）λ＞１时，映射仅有一个定点 ｕ＋ｆ＝０，ｆ′（ｕ
＋
ｎ） ｕ＋ｆ

＜－１，不稳定结点；

（２）λ＝１时，映射仅有一个定点 ｕ＋ｆ＝０，ｆ′（ｕ
＋
ｎ） ｕ＋ｆ

＝－１，定点为中心（临界稳定）；
（３）－１＜λ＜１时，映射仅有一个定点 ｕ＋ｆ ＝０，

ｆ′（ｕ＋ｎ） ｕ＋ｆ ＜１，稳定结点；

（４）λ＝－１时，映射有无穷多个定点，且均满足
ｆ′（ｕ＋ｎ） ｕ＋ｆ

＝１，定点为中心（临界稳定）；

（５）λ＜－１时，映射有三个定点 ｕ＋ｆ１＝０、ｕ＋ｆ２＝－ｕ＋ｆ３

＝
－λＲＣ

（λ－１）２－Ｒ２Ｃ（λ＋１）槡 ２
，且均满足 ｆ′（ｕ＋ｎ） ｕ＋ｆ ＞１，

三个定点均为不稳定结点．
由以上分析可知，当λ＝±１时，映射出现定点数

目及稳定性的变化，因此映射在λ＝±１处会发生分
岔，下面将进一步分析这种情形．
４２ 映射中的分岔与混沌

为了验证上述分析结果，直观地展现电磁系统左

端点处电压正向行波分量 ｕ＋（ｔ）的一维 Ｐｏｉｎｃａｒé映射
随系统参数变化而出现分岔、混沌的动态演化过程．下
面就以左端点处电压的反射系数λ为分岔参数，取 ＲＣ
＝０９Ω，对映射方程式（８）进行迭代计算，去掉与初值
有关的若干个迭代值，得到如图４所示的分岔图．

图４（ａ）、（ｃ）分别为 ｕ＋ｎ从不同初值出发得到的计
算结果，（ｂ）、（ｄ）图分别为（ａ）、（ｃ）图的局部放大图．从
图中可以看出，当 λ ＜１时，ｕ＋ｎ从不同的初值出发均
收敛到零状态，映射在λ＝±１处开始分岔．这是因为

λ ＜１时映射只有一个稳定结点 ｕ＋ｆ＝０，而在λ＝±１
时映射定点的数目及稳定性发生变化，必然会导致系

统在该点发生分岔，这与前面的分析是一致的．下面分
别分析一维 Ｐｏｉｎｃａｒé映射在λ＞１和λ＜－１时的动力
学行为．
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（１）映射在λ＞１时的动力学行为
从图４（ａ）、（ｃ）中看到，映射在λ略大于１后分岔

曲线迅速分为两支．在之后的一段较窄的区间内，通过
图４（ｂ）所示的局部放大图，可以看到映射运行在周期
２，只是随着λ的变化，吸引子的位置会出现小幅度地
跳跃．而且，如果对图４（ｃ）也作同样的放大，还可以观
察到映射此时实际上存在着周期２吸引子共存．对照图
４（ａ）、（ｃ），随着λ的增大，映射由周期２吸引子共存逐
渐发展到二带混沌吸引子共存，这种现象一直持续到λ

≈３．３８．３．３８＜λ＜４．５２时，吸引子共存现象消失，映射
运行在二带混沌区．λ＞４５２后，二带混沌区与一带混
沌区并合，映射开始运行在一带混沌区．

（２）映射在λ＜－１时的动力学行为
从图４（ａ）、（ｃ）中看到，在λ＝－１附近吸引子的位

置发生跳跃，且对于不同的初值，跳跃的位置不同．由
图４（ｄ）所示的局部放大图可知，随着λ的减小，映射依
次由周期２吸引子共存过渡到周期４吸引子共存，再逐
渐发展到四带混沌吸引子共存，然后再到二带混沌吸

引子、一带混沌吸引子共存．当λ＜－４．６９时，吸引子
共存现象消失，映射运行在一带混沌区．

５ 偏置不为零时系统的混沌动力学特性

以上对不带偏置的含无损传输线 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁
系统中的分岔与混沌行为进行了分析．而在一些应用
中，经常会给 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结加直流甚至是交流电流源偏
置．加直流电流源偏置后，电磁系统原先的对称性将会
被破坏，系统也会出现一些新的动力学现象．下面对这
种不对称的含无损传输线 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁系统的非线
性动力学行为进行分析．
５１ 定点及其稳定性

加入直流偏置后，映射定点的分布情况较为复杂，

在图５所示的映射关系曲线图中给出了其中的一种情
况．图５中选取的参数值为：Ｉｓ＝０．４Ａ，λ＝±２，其中λ
＝－２时映射有三个定点，计算得：
ｕ＋ｆ１＝０，
ｕ＋ｆ２＝

λ（λ－１）Ｉｓ＋ λ
２（λ－１）２Ｉ２ｓ＋λ２（Ｉ２ｓ－Ｒ２Ｃ）［Ｒ２Ｃ（λ＋１）２－（λ－１）２槡 ］

Ｒ２Ｃ（λ＋１）２－（λ－１）２
，

ｕ＋ｆ３＝

λ（λ－１）Ｉｓ－ λ
２（λ－１）２Ｉ２ｓ＋λ２（Ｉ２ｓ－Ｒ２Ｃ）［Ｒ２Ｃ（λ＋１）２－（λ－１）２槡 ］

Ｒ２Ｃ（λ＋１）２－（λ－１）２
，

分析知 ｕ＋ｆ１、ｕ＋ｆ３不稳定，而 ｕ＋ｆ２稳定．由于此时三个定点
的稳定性不同，所以映射对初值非常敏感，而且还会出

现周期与混沌吸引子共存的现象．
５２ 分岔与混沌

带直流偏置的含无损传输线 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁系统
左端点处电压正向行波分量 ｕ＋（ｔ）的 Ｐｏｉｎｃａｒé映射随
系统参数变化的分岔图如图６所示．

对比图６和图４可以看到，带直流偏置的电磁系统
在λ＞１时不再出现吸引子共存的现象，而且其另一个
显著特点是存在着周期与混沌吸引子共存的现象．在λ
＜－１后，映射从不同初值出发的演化过程完全不同，
一种情况会继续保持着周期１状态，另一种情况却是走
向混沌的道路，映射存在这种周期与混沌吸引子共存

现象是由其定点的稳定性不一致所导致．从稳定定点
ｕ＋ｆ２附近出发的点最终一定会收敛到 ｕ＋ｆ２，即周期 １状
态；而从不稳定定点 ｕ＋ｆ３附近出发的点，如果不能收敛
到稳定定点 ｕ＋ｆ２，那么映射最终会运行在混沌状态．另
外，在λ≈－２８１时，映射由混沌状态突然进入到周期
１状态，即出现了所谓的“混沌危机”现象．此后，周期与
混沌吸引子共存现象消失，映射运行在稳定的周期１状
态．图７是计算得到的映射从不同初值出发的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数曲线，与图６对照可知结果是一致的．

由以上分析可知，无论偏置是否为零，系统在｜λ｜
＞１时均会出现分岔、混沌现象．但是在｜λ｜＜１时，系
统一般都工作于平衡点，因此如果要避免系统出现混
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沌行为，则可将λ的值控制在（－１，１）之内．

６ 结论

论文通过对含无损传输线的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁系统
的建模与分析得知，在一定参数条件下，系统中存在着

分岔、混沌以及多种吸引子共存等丰富的非线性动力

学行为．在对称 （不带直流偏置）的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁系
统中，从不同初值出发，系统将会收敛到不同的吸引

子，但共存吸引子的类型相同；在不对称（带直流电流

源偏置）的Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁系统中，由于定点稳定性的
不一致，导致系统存在着不同类型吸引子共存的现象，

即周期与混沌吸引子共存．而且在某些参数范围内，不
对称系统中还会出现由于边界碰撞导致混沌吸引子的

突然消失，即引发了所谓的混沌危机．本文分析了电阻
分路的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁系统中的动力学行为．基于其
他模型的 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ结电磁系统，特别是传输线沿线的
时空行为，还有待进一步研究．
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